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ครูสัญชัย  แสงภักดีจิต 

                            สรุปเนื้อหา  

                          วิชาคณิตศาสตร ์เรื่อง ฟังก์ชัน 

ครูสัญต์ชัย  แสงภักดีจิต  

===================================================================   

                           

                                                       ผลคูณคาร์ทีเซียน 

                                                   (Cartesian  Product) 

 

บทนิยาม  ก ำหนดให้ A และ B เป็นเซตใดๆ ผลคูณคำร์ทีเซียนของ A และ B  คือ เซตของคู่อันดับ (a, b)  

             ทั้งหมด  ซึ่ง a เป็นสมำชิกของ A และ b เป็นสมำชิกของ B     เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  A x B 

             นั่นคือ      A x B    =     {(𝑥, 𝑦)| x ∈ A  และ  y ∈ B}         

 
หมำยเหตุ  1.  กรณีท่ี  A  =  B  จะเขียนแทน  A x A   ด้วย  A2 

             2.  ℝ x ℝ  =   {(x, y)|x ∈ ℝ  และ 𝑦 ∈ ℝ }  หรือ เขียนแทนด้วย ℝ2 ซึ่งก็คือ ระนำบ  

                 นั่นเอง  

 
 

                                                         ความสัมพันธ์ 

                                                        ( Relations ) 

 

บทนิยาม  ก ำหนดให้ A และ B เป็นเซตใดๆ  

             r เป็นควำมสัมพันธ์จำก A ไป B  ก็ต่อเมื่อ  r ⊂ A X B  

 
หมำยเหตุ  1.  จำกบทนิยำมข้ำงต้น ท ำให้ทรำบว่ำ สมำชิกของควำมสัมพันธ์  r  ต้องอยู่ในรูปคู่อันดับ  

                  ดังนั้น ถ้ำ (x,y)  ∈  r  เรำกล่ำวว่ำ  x มีควำมสัมพันธ์ r กับ y และเขียนแทนด้วย x r y  

                  และ ถ้ำ (x, y ) ∉  r  เรำกล่ำวว่ำ x  ไม่มีควำมสัมพันธ์ r กับ y และเขียนแทนด้วย x r y  

              2.  กรณีท่ี r ⊂ A X A   เรำกล่ำวว่ำ  r เป็นควำมสัมพันธ์บน  A  

              3.  ถ้ำไม่มีกำรบอกว่ำ (x, y) เป็นสมำชิกของเซตใด ให้รู้เลยว่ำ (x, y) ∈ ℝ x ℝ 
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ฟังก์ชัน (Function) 

1. ความหมายของฟังก์ชัน  
 

บทนิยาม  ฟังก์ชัน คือ  ควำมสัมพันธ์ซ่ึงไม่มีคู่อันดับสองคู่ใด ๆ ใน 

ควำมสัมพันธ์ที่มีสมำชิกข้ำงหน้ำเหมือนกัน แต่มีสมำชิกตัวหลังต่ำงกัน 

 

หรืออำจจะกล่ำวได้ว่ำ ฟังก์ชัน คือ ควำมสัมพันธ์ซ่ึงในสองคู่อันดับใดๆ ของควำมสัมพันธ์นั้น  
ถ้ำสมำชิกตัวหน้ำเท่ำกันแล้ว สมำชิกตัวหลังต้องเท่ำกันด้วย  

นั่นคือ ความสัมพันธ์ f จะเป็นฟังก์ชัน ก็ต่อเม่ือ  
 

ถ้า (x, y1) ∈  f  และ (x, y2) ∈ f แล้ว  y1 = y2 

และเรำนิยมใช้ f, g หรือ h แทนฟังก์ชัน 

การพิจารณาว่าความสัมพันธ์ใดเป็นฟังก์ชัน  
วิธีที่ 1   พิจารณาในรูปของคู่อันดับ  

   ถ้ำควำมสัมพันธ์ r อยู่ในรูปคู่อันดับแบบแจกแจง ให้ดูสมำชิกของคูอั่นดับ โดยที่   
(1)  ถ้ำสมำชิกตัวหน้ำของคู่อันดับใน r ไม่มีตัวใดเหมือนกันแล้ว r จะเป็นฟังก์ชัน  
(2)   ถ้ำสมำชิกตัวหน้ำของคู่อันดับใน r เหมือนกนัแล้ว ให้ดูสมำชิกตัวหลังของคู่อันดับนั้นว่ำ 

         เหมือนกันหรือไม่  ่โดยที่  
     * ถ้ำสมำชิกตัวหน้ำเหมือนกันและตัวหลังเหมือนกันแล้ว r จะเป็นฟังก์ชัน  

                         * ถ้ำสมำชิกตัวหน้ำเหมือนกัน แต่ตัวหลังต่ำงกันแล้ว r จะไม่เป็นฟังก์ชัน 
 

วิธีที่ 2       พิจารณาในรูปของเงื่อนไข   
               ถ้ำควำมสัมพันธ์ r อยู่ในรูปเงื่อนไข 

         วิธีที่ 2.1  เขียนเงื่อนไขของ r ใหม่ โดยเขียน y ในเทอมของ x  แล้วให้ใช้วิธีแทนค่ำ x แต่ละค่ำ 
                      โดยที่                       

        (1)    ถ้ำแต่ละค่ำของ x หำค่ำ y ได้ค่ำเดียวแล้ว r จะเป็นฟังก์ชัน  
        (2)    ถ้ำมีบำงค่ำของ x หำค่ำ y ได้มำกกว่ำ 1 ค่ำแล้ว r  จะไม่เป็นฟังก์ชัน 
 

          วิธีที่ 2.2  สมมติให้ (x, y) ∈ r  และ (x, z) ∈ r  
                                 (1)   ถ้ำสำมำรถแสดงได้ว่ำ y= z แล้ว r จะเป็นฟังก์ชัน  
                                 (2)   ถ้ำมีกรณีท่ี y และ z ไม่เท่ำกันแล้ว r จะไม่เป็นฟังก์ชัน 
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วิธีที่ 3.  พิจาณาโดยใช้กราฟ 
         ก ำหนดควำมสัมพันธ์ r  
        ให้ลำกเส้นตรงขนำนกับแกน y และให้ตัดกรำฟของ r  

(1) ถ้ำไม่มีเส้นตรงใดตัดกรำฟของrมำกกว่ำ1 จุด(แต่ละเส้นตัดกรำฟของ r ได้ เพียง
แค่จุดเดียวเท่ำนั้น) แล้ว r เป็นฟังก์ชัน  

(2) ถ้ำมีเส้นตรงอย่ำงน้อย1 ตัดกรำฟมำกกว่ำ1 จุด แล้ว r จะไม่เป็นฟังก์ชัน 
 

 

โดเมน ( Domain ) และ เรนจ์ (Range) ของ ฟังก์ชัน  

          

บทนิยาม  ก ำหนดให้  f เป็นฟังก์ชันจำก A ไป B   

              โดเมนของ f คือ  เซตของสมำชิกตัวหน้ำของคู่อันดับใน f  เขียนแทนด้วย Df  

                       Df     =    {x|(x, y) ∈ f}    
 

                 เรนจ์ของ f คือ  เซตของสมำชิกตัวหลังของคู่อันดับใน f  เขียนแทนด้วย Rf  

                       Rf     =    {y|(x, y) ∈ f}      

 

จำกบทนิยำมข้ำงต้น สรุปได้ว่ำ  

1.    สมำชิกของโดเมนของ f ต้องเป็นสมำชิกตัวหน้ำของทุกคู่อันดับใน f 

2.    เนื่องจำก f เป็นฟังก์ชันจำก A ไป B ดังนั้น สมำชิกตัวหน้ำต้องเป็นสมำชิกของ A นั่นคือ Df ⊂ A 

3.    สมำชิกของเรนจ์ของ f ต้องเป็นสมำชิกตัวหลังของทุกคู่ทุกคู่อันดับใน f 

4.    เนื่องจำก f เป็นฟังก์ชันจำก A ไป B ดังนั้น สมำชิกตัวหลังต้องเป็นสมำชิกของ A นั่นคือ Rf ⊂ B 

5.     เนื่องจำก ฟังก์ชัน เป็นควำมสัมพันธ์ (ที่มีเง่ือนไขตำมนิยำมของฟังก์ชัน)  

       ดังนั้น กำรหำโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชัน จะเหมือนกับกำรหำโดเมนและเรนจ์ของควำมสัมพันธ์   
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                                              ฟังก์ชันจากเซตหนึ่งไปยังอีกเซตหนึ่ง 

  
1.   ฟังก์ชันจาก A ไป B  (Function from A into B) 
 
     บทนิยาม   f เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B   ก็ต่อเมื่อ  
                   (1)   f  เป็นฟังก์ชัน 
                   (2)   Df =   A 

                         (3)     Rf  ⊂   B   

                         f  เป็นฟังก์ชันจำก A ไป B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  f ∶ A → B 

 

      หมายเหตุ  ในกรณีที่ Df ≠ A เรำเรียก f ว่ำ เป็นฟังก์ชันจำกโดเมนของ f  ไป B 

   

2.   ฟังก์ชันจาก A ไปท่ัวถึง B  (Function from A onto B) 
 
     บทนิยาม   f เป็นฟังก์ชันจาก A ไปท่ัวถึง B   ก็ต่อเมื่อ  
                   (1)   f  เป็นฟังก์ชัน 
                   (2)   Df  =   A 

                         (3)     Rf  =  B   

                         f  เป็นฟังก์ชันจำก A ไปทั่วถึง B เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  f ∶ A 
onto
→  B 

 

 

3.   ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A ไป B  (One to One Function from A into B) 
 
     บทนิยาม   f เป็นฟังก์ชันฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A ไป B  ก็ต่อเมื่อ f เป็น ฟังก์ชันจำก A ไป B  
                   ซึ่งถ้ำ y ∈  Rf  แล้วจะมี x ∈ A เพียงตัวเดียวเท่ำนั้นที่ท ำให้ (x, y) ∈ f 

                    f เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจำก A ไป B เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  f ∶ A 
1−1
→   B 
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1 -1 

onto 

4.   ฟังกช์ันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A ไปท่ัวถึง B  (One to One Function from A onto B) 
 
     บทนิยาม   f เป็นฟังก์ชันฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A ไปท่ัวถึง B  ก็ต่อเมื่อ 

                    (1)   f เป็น ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  
                    (2)   Df  =   A 

                          (3)     Rf  =  B   

                           f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจำก A ไปทั่วถึง B เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  f : A      B 

 

 

                                          ฟังก์ชันอินเวอร์ส ( Inverse Functions ) 
 

 

บทนิยาม  ก ำหนดให้ฟังก์ชัน  f =   {(x, y) ∈  ℝ x ℝ |  y = f(x) }  

                  อินเวอร์สของฟังก์ชัน  คือ  ความสัมพันธ์   𝐟−𝟏  =   {(𝐲, 𝐱) ∈  ℝ 𝐱 ℝ |  𝐲 = 𝐟(𝐱) } 

 

จำกบทนิยำม อินเวอร์สของฟังก์ชัน อาจจะเป็นฟังก์ชันหรือไม่เป็นฟังก์ชันก็ได้  

เช่น    f =  {(1,2), (2,0), (3, 2), (4, 5)}    จะพบว่ำ f   เป็นฟังก์ชัน   

แต่     f−1 =   {(2,1), (0, 2), (2, 3), (5, 4)}   เป็นอินเวอร์สของฟังก์ชัน f  แตไ่ม่เป็นฟังก์ชัน  

        เพรำะ  f−1(2)  =   1 , 3   

 

ทฤษฎีบท  ก ำหนดฟังก์ชัน f   

                   f−1  เป็นฟังก์ชัน  ก็ต่อเมื่อ f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง   

              และเรียก  f−1   ว่ำ ฟังก์ชันอินเวอร์ส 

 

                          เป็นอินเวอร์สฟังก์ชัน   เมื่อ f ไม่เป็นฟังก์ชัน 1 – 1      
     f−1        

                          เป็น ฟังก์ชันอินเวอร์ส   เมื่อ f  เป็นฟงัก์ชัน 1 – 1      

 

สิ่งท่ีต้องรู้  

1.    f−1    เป็นฟังก์ชัน ก็ต่อเมื่อ f  เป็นฟังก์ชัน 1 – 1    

2.    ถ้ำ f  ไม่เป็นฟังก์ชัน 1 – 1 แล้ว f  ไม่มีฟังก์ชันอินเวอร์ส แต่จะมีอินเวอร์สของฟังก์ชัน  
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1  - 1  1 -1  

3.    ถ้ำ f  เป็นฟังก์ชัน 1 – 1 แล้ว f−1  เป็นฟังก์ชัน 1 – 1 

4.    ถ้ำ  f ∶  A  
onto
→   B   แล้ว f−1 ∶  B  

onto
→   A    

5.    𝐃𝐟−𝟏  =   𝐑𝐟    และ  𝐑𝐟−𝟏  =   𝐃𝐟            ****** 

6.    กรำฟของ f  และ    f−1   จะสมมำตรเทียบกับเส้นตรง y  = x   

7.    ถ้า 𝐟  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง จะได้ว่า  𝐲 = 𝐟(𝐱)   ก็ต่อเมื่อ  𝐱 =  𝐟−𝟏(𝐲)      ******* 

การหาฟังก์ชันอินเวอร์ส  

     ในกรณีที่ก ำหนดฟังก์ชัน y =  f(x)  ซึ่งเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง และต้องกำรหำ f−1  มีวิธีกำรหำ 2 วิธี 

คือ  

     วิธีที่ 1   โดยการสลับตัวแปร  มีวิธีกำรดังนี้   

                 1.  เขียน y  =   f(x)    (ตำมท่ีก ำหนดให้) 

                 2.  สลับตัวแปรระหว่ำง x และ y ในสมกำร y =  f(x) 

                 3.  จัด y ในรูป x จำกสมกำรใหม่ ในข้อ 2  

                 4.   y ที่ได้ในข้อ 3 คือ f−1(x)   นั่นคือ  y =  f−1(x)   

                 5.   เมื่อหา 𝐟−𝟏   ให้ระบุว่า  𝐱 ∈   𝐑𝐟   ต่อท้ายด้วย  

  

       วิธีที่ 2   โดยใช้สมบัติ y  =   f(x)  ก็ต่อเมื่อ 𝐱 =  𝐟−𝟏(𝐲)  

                     มีล ำดับขั้นตอน ดังนี้  (ดูตัวอย่ำงประกอบ) 

 

 

 

 

                                  

ล าดับขั้นตอน ตัวอย่าง 

1. เขยีน   y  =   f(x)   
2. จะได้   f−1(y)  =   x  
3.  ให้  y =  k แล้วแก้สมกำรหำค่ำ x 
4. แทนค่ำ y และ x ที่ได้จำกข้อ 3 ลงใน

สมกำรข้อ 2  จะได้  f−1(k) 
5. แทนค่ำ k ด้วย x จะได้ f−1(x) 
6. เมื่อหา 𝐟−𝟏   ให้ระบุว่า  𝐱 ∈   𝐑𝐟   

ต่อท้ายด้วย 

1.  x +  1   =   f(x) 
2.  f−1(x + 1)   =   x 
3.  ให้   x +  1  =   k  จะได้ x =  k − 1  
4.  f−1(k)  =   k − 1   

 
 

5. f−1(x)  =   x − 1   
 

6. 𝐟−𝟏(𝐱)  =   𝐱 − 𝟏  เมื่อ  𝐱 ∈  ℝ 

                                     ( ∵   Rf =   ℝ ) 
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พีชคณิตของฟังก์ชัน (Algebra of functions) 

 หรือ  การด าเนินการของฟังก์ชัน 

 

 บทนิยาม  ก ำหนดให้  f และ g เป็นฟังก์ชันในเซตของจ ำนวนจริง 
               f + g =  {(x, y)| y = f(x) + g(x)    และ   x ∈  Df ∩ Dg} 

                   f − g =   {(x, y)| y = f(x) − g(x)    และ   x ∈  Df ∩ Dg} 

                   f ∙ g  =   {(x, y)| y = f(x) ∙ g(x)      และ   x ∈  Df ∩ Dg} 

                   
f

g
       =   {(x, y)| y =

f(x)

g(x)
    และ   x ∈  Df ∩ Dg  และ  g(x)  ≠ 0 } 

    
 

   สิ่งท่ีต้องรู้จากบทนิยาม   

 
             (f + g)(x )  =      f(x) + g(x) 
                 (f − g)(x)    =      f(x)  − g(x)   
                 (f ∙ g)(x)      =      f(x) ∙ g(x)    

                  (
f

g
) (x)         =       

f(x)

g(x)
  ,   g(x)  ≠   0             

 

                 Df+g  , Df−g, Df∙g      =     Df  ∩  Dg 

                 Df
g
   
   =     Df  ∩  Dg  −   { x | g(x)  ≠ 0 }   

 

 

                                          ฟังก์ชันคอมโพสิท ( Composite Function )  

 

     บทนิยาม   ให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน โดยที่ 𝐑𝐟 ∩ 𝐃𝐠  ≠   ∅ 

                  ฟังก์ชันคอมโพสิทของ f และ g เขียนแทนด้วย gof   โดยที่  

                   (gof)(x)   =  g(f(x))    ส ำหรับทุก  𝐱 ∈  𝐃𝐟  และ 𝐟(𝐱)  ∈  𝐃𝐠 
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=================================================================== 
ครูสัญชัย  แสงภักดีจิต 

สิ่งท่ีต้องรู้จากบทนิยาม  

      1.   gof  จะสร้ำงได้ก็ต่อเมื่อ  𝐑𝐟 ∩ 𝐃𝐠  ≠   ∅  

      2.   gof  ต้องเริ่มด้วย f ก่อนแล้วตำมด้วย g    

           แต่  fog  ต้องเริ่มด้วย g ก่อนแล้วตำมด้วย f   นั่นคือ  gof  ≠ fog 

      3.   Dgof  ⊂  Df   และ  Rgof  ⊂  Rg   

      4.   Dgof =  {x ∈ Df|f(x)  ∈   Rf ∩ Dg} 

      5.   ถ้ำ  Rf ⊂ Dg แล้ว Dgof = Df 

 

สมบัติของฟังก์ชันคอมโพสิท  

1.   ถ้ำ  f ∶ A → B  และ g ∶ B → C  จะได้ว่ำ  gof ∶ A → C 

2.   ถ้ำ  f ∶ A 
1−1
→  B  และ g ∶ B 

1−1
→  C  จะได้ว่ำ  gof ∶ A 

1−1
→  C 

3.   ถ้ำ  f ∶ A 
onto
→  B  และ g ∶ B 

onto
→  C  จะได้ว่ำ  gof ∶ A 

onto
→  C 

4.    กำรคอมโพสิทฟังก์ชันมีสมบัติกำรเปลี่ยนกลุ่มได้  นั่นคือ 
  ถ้ำมี  fo(goh)  และ  (fog)oh   แล้ว  fo(goh) =  (fog)oh    

 

การหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชันคอมโพสิท 

          Dgof   =    {x ∈  Df  | f(x)  ∈  Rf ∩ Dg}     หรือ  Dgof   =    { x |  x ∈  Df   ∧   f(x) ∈ Dg} 

          Rgof   =    {y ∈  Rg | y = g(f(x))  ∧   f(x) ∈ Rf ∩ Dg} 
 

ข้อควรระวัง!!!  ห้ามไปหา 𝐃𝐠𝐨𝐟  และ  𝐑𝐠𝐨𝐟    จาก 𝐠𝐨𝐟  ที่เราหาได้โดยตรง    ******** 

 

 

 

 

 

 


